Néhany nevezetlen mértani helyrél

El6z6 dolgozatunkban — melynek cime: Négy nevezetes mértani helyrél ~ masképpen —
azokrol a mértani helyekrdl volt sz, melyek leirdsa igy néz ki:

~r+1r =2 a=konst, (a)
~1r —1, =12-a = konst, (b)
~1 -1, = a® = konst. , (c)
~2 = k = konst. (d)

2

Itt az alapértelmezést az 1. abra jeleniti meg.

P(x,y)

TR
1. abra
Fentiekben:

Tapasztalataink alapjan az ( a ) ellipszis €s a ( b ) hiperbola viszonylag ismertebb, a ( ¢ )
ovalis és a (d ) kor mar nem annyira. Latjuk, hogy fentiek ugy alltak eld, hogy az F; és F;
rogzitett pontoktol a gorbe P pontjaig mért ry és r, tdvolsagok egyszerli miiveletekkel — a
szdmtani alapmiiveletekkel — lettek 6sszekapcsolva. Szinte magatol adodik a kérdés:

Mi a helyzet mas algebrai és nem algebrai — transzcendens — miiveletek esetén?

Most errél lesz szo. Kutakodasunk alapjat az eléallo implicit fliggvények abrazolasara is
alkalmas Graph szoftver képezi. Mi ehhez szoktunk hozza, ezzel dolgozunk szivesen.



|. Hatvanyozas

A fentiek analogidjara ekkor az alabbi alakok fordulnak eld:

~1rl + 1 =2-a™ = konst; p = konst. , q = konst. , m = konst. (1.1)
~rl —r) =+42-a™ = konst; p = konst., q = konst. , m = konst . (1.2)
~7l -1y = aP* = konst. ; p = konst. , q = konst. (1.3)
~%= k™ = konst, p = konst. , q = konst. , m = konst . (1.4)

Réanézésre is latszik, hogy ez 6ridsi valtozatossagot jelent, hiszen a p és ¢ allandok lehet -
nek pozitiv / negativ, egész / tort szamok, melyek igencsak eltérd fliggvényeket general -
hatnak. Ezért aztan csak kiemelt példakra szoritkozhatunk.

i +rf=2-a%|,azazp=q=m=2. (1.1/1)

Most (1)¢és (1.1/1)-gyel:

(\/(x+c)2+y2)2+(\/(x—c)2+y2)2 =2-a?, azaz:
(x+c)+y>+(x—c)+y’=2"a>>(x+c)>+(x—c)>+2-y>=2-a?,
x2+2c-x+c?+x>—-2-c-x+ct+2-y*=2-a?,
2:x24+2-c?+2y?=2-a®> >x*+y>=a*—-c>*=R? >0, tehat:
x2+y?=a’>—-c*=R*>0, (2)

ami egy ( 0, 0) kdzéppontt, R sugara kor egyenlete ,haa>c.
Adatok az dbrazolashoz —2.4dbra—:a =5, c=3 - R =4. (Al)

2. abra



rt—rf=42-a%|,azazp=q=m=2. (1.2/1)

Most (1.2/1)és(1)-gyel:

WG+ oZ+y2) - (Jax—0r+y?) =+2-a?, azaz
(x+c)? +y* = [(x—c)* +y?*] = £2-a?;

(x+c)?+y* —[(x =)’ +y*]=42-a*,

(x+c)+y> —(x—c)—y?>’=42-a> > (x+c)> - (x—c)>=+2-a% -

2
x24+2-cx+c?—(x*P—2cx+c?))=42a* 54-c-x=1%2-a* —>x=i;fc,
tehat:

2 a2\ 2
x=*t, vagyx2=(—) . (3)

2- 2-Cc

A (3) egyenlet egy y tengellyel parhuzamos egyenespdr egyenlete.
Most (3 ) és ( Al) - gyel megrajzoljuk grafikonjat — 3. &bra.

Phal

P jonn

3. abra

A jobb oldali egyenesre: r# — r# = +2 - a?, a bal oldali egyenesre: r# —r# = —2 - a?.



rf-rf =a*|, azazp=q=2 (1.3/1)
Most (1.2/1)és(1)-gyel:

2 2
(Ve +)?2+y?) - (Jx—0)?+y?) =a*, azaz:
[(x+ )2 +y2]- [(x — ©)* + y*] = a™. (4)
Adatok az abrazolashoz:
c=3;a=6;4;3;2. (A2)

Most (4 ) és ( A2 ) szerint megrajzoljuk a fiiggvények grafikonjait — 4. 4bra.

ty

4. abra

Ezek ugyanolyanok, mint az el6z6 dolgozatbeli megfeleldik. Valoban: egyenletiik a
Cassini - ovdlisok 1y - 1, = a? egyenletének négyzetre emelésével allt eld.

ﬁ=k2,azazp=q=m=2 (1.4/1)

Most (1.4 /1) ¢s (1)-gyel:
(7"_1)2 — kZ - (x+c)2+y2 _ k2 . (5)

) (x—c)2+y2 ’



Adatok az abrazolashoz:
c=3(he), k=2. (A3)

Az (5)¢és ( A3) szerinti fliggvény grafikonjat az 5. dbra mutatja.

¥
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5. abra

Ez ugyanolyan, mint, el6z6 dolgozatbeli megfeleldje. Valoban: egyenlete az Apolloniusz -

dle kor 2 = k egyenletének négyzetre emelésével allt el§.
2

Mig az el6z6 dolgozatban r; (i =1, 2) kitevdje +1 volt, itt mindegyiké +2, vagyis paros.

Most tekintsiik az alabbi eset - csaladot!

@S @) =0 () () -s (1)
O - (@) -0, () - (3 - 00 (19
) - 6 - (7

(1.8)

[tt a dimenzidkat egyeztettiik, azaz dimenzi6 nélkiili szamokkal dolgozunk, ahol
~ a és b: szakaszhosszak, vagyis nagysagukat egy pozitiv szam jellemzi;
~ 0, p és Q. dimenzidtlan szamok.



Aeset:p=1,9=1.

Ekkor (1.5) ~ (1. 8) igy fest:

ra—l+%2=5>0,a>0,b>0; (1.5-1)
-2 =146 |vagy|=—2=8620,a>0,b>0; (1.6-1)
r_1_rb_z=5>0 > rnrn=a'b-§=konst.>0,a>0,b>0; (1.7-1)

=6>0-2.2=6>0->2=2-§=konst.>0,a>0,b>0. (1.8-1)

Y] a 2

sl3= 13 ®

Latjuk, hogy a két utols6 csalddtag nem hoz Gjat az el6z6khoz képest, igy elegendd az elsd
kettdvel foglalkoznunk.

oooooooooooooooooooooooooo

Most (1.5—1) és (1) szerint:
%-\/(x+c)2+y2+%-\/(x—c)2+y2=6; (6)

Adatok az abrazolashoz:
a=2(he);b=5(he); c=3(Che); §=1205;2;3;4. (A4)

A (6)¢és (A4 ) szerinti fiiggvények grafikonjait a 6. 4bran lathatjuk.

6. abra



E gorbék rojasszeriiek. Tobbalaktsaguk ( 1. 5 — 1) alapjan értelmezheto:

2. 0 2 2-3(h.e.
a)%+r—2=5—>r1=2-c—>rz=0 _’TC-I_Z:‘SLO = === L)

. @ 2(hey 7
b)tl—l+rb—2:5—>r1=0—>r2=2-c—>g+2bi=52,0—>52,0=2bi:2};3;(h}_1:)')=1,2-

Az a) és b) szerinti eredmények megfelelnek a 6. abra képének.

Az a = b specialis esetben (1. 5 — 1) - bol:
14+2=§f5a=b->2+2=5>n+rn=8-a=2-a",

a b a a

vagyis a ( 6 ) fliggvény tojasszeri gérbéje ellipszisbe megy dt.

A 6. abran a 0 = 1,205 értéknél még kitett egy - két pontot a rajzold program, azonban
0 = 1,2 - nél mar nem. A tapasztalatok alapjan kimondhato a

§>min( 80 =", 80 ==") (6/1)

abrazolhatosagi feltétel.

------------------------

Majd (1.6 —1) és ( 1) szerint:
VG ZTHyZ - G- T+ ¥ =620. (7)

Miel6tt nekilatnank az dbrazoldsnak, megnéziink néhany specialis esetet.

Sl:0=0.

s | 2 — 5 = n_n_ n_n
Ekkor(l.6—1)-bol.a . —5—0—>a =0 ->—==-
n_a_ . _

ez az Apolloniusz - féle kor esete; az el6z6 dolgozatban felirt képletekkel:

2
~ a kor kdzéppontjanak koordinatai: x, = C'%, k+1;y,=0, (S1-2)
~ a kor sugara: R = izc_ﬂ , k+1. (S1-3)
Adatok az adbrazolashoz:
a=2(he);b=5(he);c=3(he);5=0 ~—. (A5)

2000

Most (S1—1,2,3)és (AS) - tel:

a 2
k=3=2-=04; (el)



kZ+1 04241 _

Xo=C g = 3(h.e)- i = —4,143 (h.e.); yo =0 (h.e.); (e2)
__|2:«ck| _ |2:3(h.e)0,4] _
R = k2_1| _| o |—2,857(h.e.). (e3)

A 7. abran megrajzoltuk a ¢ = 0 - nak megfeleld, ( e2 ), ( €3 ) szerinti kort, valamint a ( 7))
szerinti gorbét; a pontos kort fekete pontvonallal, a 6 =1 /2000 = 0 - nak megfeleld gorbét
pirossal rajzolva. Latjuk, hogy a ( 7 ) szerinti rajzolas mar csak akadozva megy.
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“T 7. dbra
S2.:0>>1.
Elég nagy J esetén a gorbe megint korbe megy at, a tapasztalatok szerint.
Tegylik fel, hogy ekkor:
R =1; (S2-1)

most (1.6—1)¢és(S2-1) -gyel:
O_Z2l-6»1->

a b
innen:

7o o

a b

1 1
=
0 a bl’




=977 (82__2)

Adatok az abrazolashoz:
a=2(he);b=5(he); c=3(he); 6>1 ->1200. (A6)

Most (S2 —2) és ( A 6) szerint:
) 1200
= 4000 (h.e.). (ed)

11=|1 T
a b 2 (he) 5(he)

o =

A 8. dbran megrajzoltuk a 6 = 1200 - nak megfeleld ( 7 ) és ( A6 ) szerinti piros folytonos

gorbét, majd pedig az R = 4000 ( h. e.) sugaru pontos fekete pontvonal kort. Az egyezés
szinte tokéletes.

I I I I I I I I I . . . . . .
40 a0 00 3000 230 2000 1500 000 300 9y S0 1obo 100 b0 2500 3000 3500

8. abra

Ezek szerint feltevésiink — miszerint 6 >> 1 esetén

1)
n=nrn=mnmn =:F—7T

fennall — helyesnek bizonyult. A 8. abran lathato, hogy ekkor a centrum €s a fokuszok,
valamint a sugarak hossza kozti kiillonbség valoban elenyészik.



10
Folytassuk az abrazolést, a d - tartomanyt két részre bontva.
l.eset: 0 <6 <96

A 0, érték egy hatart jelent, melyet a grafikonok abrazolasakor figyelhetiink meg.

Adatok az abrazolashoz:

a=2(he); b=5(he); c=3(he.);
1 1 1

5=i;—;—;—;1;1,2;|2;3;4;7;10;25. (A5)
20’10 " 4’ 2

Az A( 7) fiiggvénnyel és az ( A5 ) allandokkal késziilt a 9. abra.

e v e

N

N

Kettds gorbék:
lila: § = i; bordd: § = i; turkiz: 6 = z ; szirke: 6 = 1 : fekete: 6 = 1;
20 10 4 2

pink: § = 1,195 = 1,2.

9. abra
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Az 1. eset abraindl azt talaltuk. hogy o értékének novelésével az induld 6 = 0 Apolloni -
usz - féle kortdl egyre inkabb eltavolodnak a parosan fellépd gorbék, mignem elérik a o,
hatarnal azt az esetet, amikor az egyik gorbe nullara zsugorodik. Ennek megfejtése, mint
korabban i1s, az alabbi:

ra_l_%z =8 >rn=0,1n=2c > |—2bl|=61, innen:
5 ===, (7/1)

Most (7/1)és (AS) - tel:
_2c _ 23 (he) _6

Oy = b 5(he) _§=1’2' (e5)

2.eset: §; < 6 < oo,

Az A( 7)) fiiggvénnyel és az ( AS ) allandokkal késziilt a 10. abra.

ty

10. abra

Egyszeres gorbék:
pink: § = & =2 =1,2; zold: 6§ = 2; arany: § = 3 tiirkiz: 6 = 4; bordo: 6 = 7;
piros: 6 = 10 ; sotétkék: § = 25.
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Az arany szinli gérbénél, melyre 0 = 3, lathatjuk a fokuszban vald kicsticsosodast, mint
korabban is. Megfejtése ugyanaz:

2- ,
%-%:5 —>r1=2-c,r2=0—>;c=52,tehat:
5 ==, (7/2)

Most (7/2)és(AS) - tel:

_ 2c _ 23(he) _
0y = a  2(he) =3. (e6)

Egy tovabbi specidlis esettel folytatjuk.
S3.:a=b.

Ekkor (1.6.—1) - bol:
O _ Bl = s|n-—nl=6a=2"a*", (7/3)

a a

ami a hiperbola definicios egyenlete.

M1. Meglepetéssel konstataltuk, hogy (1. 1 /1) ¢és (1. 2/ 1) milyen egyszerli eredményre
vezetnek, valamint ,, fejiinket csapkodtuk™, amikor kideriilt, hogy (1.3/1)és(1.4/1)
mar csak a korabbiak folyomanya.

M2. (1. 5-1) - gyel még sehol nem talalkoztunk, emlékeink szerint.

Ez mar ,,hozta a formajat”.

(1. 6 — 1) azzal okozott meglepetést, hogy alig van kdze a hiperbolahoz; csak az S3. spe -
cialis esetben.

(1.7—1)és (1. 8 — 1) - nél mar nem is csapkodtuk a fejiinket.

M3. Tébb mindenbe belekezdtiink, sok mindent csak jeleztiink. Igy aztan megeshet, hogy
ez az iras az elsd része egy tobb részes iromany - folyamnak. Nem vitas, hogy van mit
,felfedezni” a szoban forgd témakorben, mely igencsak kiterjedt. Az azonban tényleg
meglepd, hogy nem rémlik, hogy olvastunk volna akér az egyszer(ibb, nem a ,,négyek”
koz¢ tartoz6 mértani helyekrdl, valaha is, valahol.
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M4. Egy masfajta grafikus is megjelenitést is megmutathatunk.
(6)¢és ( A4) szerint képezziik a

%-\/(x+3)2+y2+§-\/(x—3)2+y2=z; (6*)

fliggvényt, melyet a 11. abrdn mutatunk.

CEAENEGE 10.0-21

///(7//\

| N
&Y%
jese

=0 | .
»=0 | @

(23302 5o Soloat . )
2= | UZsqrlxe 3y 2oy 2 1S sqtix 37 2+y'2) [ x
S0 sx< 10 3

10 sy< 10 @

Number of Gadies: 50 |

11. abra

Majd (7 ) és ( A6) - tal képezziik az alabbi fiiggvényt, melyet a 12. abran mutatunk.

|§-\/(x+3)2+y2—%-\/(x—3)2+y2|=z. (7*)
CEAENGE 0.01-05

”

12. abra
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Az=1(x,y) figgvények szintvonalai a keresett gorbék, vagyis a z = d sikokkal val6
sikmetszetek. Ezeket érdemes Osszevetni a korabbiakkal.

M5. Megemlitjiik, hogy M4. szerinti ,,talalmanyunkat™ mar korabban is alkalmaztuk, az
itteni ( ¢ ) szerinti esetre egy dolgozatunkban, melynek cime:

A Cassini - gorbék feliiletének dbrdazoldsa.

Az érdeklodo Olvasonak javasoljuk e modszer alkalmazasat az (a) és (b ) szerinti ese -
tekre, pl.[ 2] - vel!

Forrasok:

[ 1] - https://www.padowan.dk/

[ 2 ] - https://www.monroecc.edu/faculty/paulseeburger/calcnsf/CalcPlot3D/

Osszeallitotta: Galgéczi Gyula
ny. mérnoktanar
Szddliget, 2020. 05. 24.
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